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Convergence presque sûre

Définition

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles.

Xn
p.s.−→

n→+∞
X ⇐⇒ P

({
ω ∈ Ω, lim

n→+∞
Xn(ω) = X(ω)

})
= 1

Corollaire

Xn
p.s.−→

n→+∞
X ⇐⇒ ∀ε > 0,P

(
lim

n→+∞
|Xn −X| ≥ ε

)
= 0

Propriétés

Linéarité
Xn

p.s.−→
n→+∞

X

Yn
p.s.−→

n→+∞
Y

=⇒ αXn + βYn
p.s.−→

n→+∞
αX + βY

Utilisation avec des fonctions continuesXn
p.s.−→

n→+∞
X

f ∈ C0(R)
=⇒ f(Xn)

p.s.−→
n→+∞

f(X)
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Convergence dans Lp

Définition

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles.

Xn
Lp

−→
n→+∞

X ⇐⇒ E [|Xn −X|p] −→
n→+∞

0

Propriétés

Linéarité
Xn

Lp

−→
n→+∞

X

Yn
Lp

−→
n→+∞

Y
=⇒ αXn + βYn

Lp

−→
n→+∞

αX + βY

Normalisation de l’espace

Lp est complet pour p ≥ 1 pour la norme ||.||p

Convergence en espace plus petit

(p ≤ q) =⇒
(
Xn

Lq

−→
n→+∞

X =⇒ Xn
Lp

−→
n→+∞

X

)

Convergence de l’espérance(
Xn

L1

−→
n→+∞

X

)
=⇒

(
E [Xn] −→

n→+∞
E [X]

)
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Convergence en probabilité

Définition

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles.

Xn
P−→

n→+∞
X ⇐⇒ ∀ε > 0,P ({ω ∈ Ω, |Xn −X| > ε}) −→

n→+∞
0

Propriétés

Linéarité
Xn

P−→
n→+∞

X

Yn
P−→

n→+∞
Y

=⇒ αXn + βYn
P−→

n→+∞
αX + βY

Réciproques partielles

Xn
P−→

n→+∞
X =⇒

Il existe une sous-suite (Xφ(n))n∈N

telle que Xφ(n)
p.s.−→

n→+∞
X

Utilisation avec des fonctions continuesXn
P−→

n→+∞
X

f ∈ C0(R)
=⇒ f(Xn)

P−→
n→+∞

f(X)

Convergence dans Lp par borne uniformeXn
P−→

n→+∞
X

∃Y ∈ Lp,∀n ∈ N, |Xn| ≤ Y
=⇒

X ∈ Lp

Xn
Lp

−→
n→+∞

X
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Convergence en loi

Définition

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles.

Xn
L−→

n→+∞
X ⇐⇒ lim

n→+∞
E[f(Xn)] = E[f(X)] pour toute fonction continue bornée f

Propriétés

Linéarité
Xn

L−→
n→+∞

X

Yn
L−→

n→+∞
Y

=⇒ αXn + βYn
L−→

n→+∞
αX + βY

Utilisation avec des fonctions continuesXn
L−→

n→+∞
X

f ∈ C0(R)
=⇒ f(Xn)

L−→
n→+∞

f(X)

Lemme de Slutsky

Soit (Xn)n∈N et (Yn)n∈N deux suites de variables aléatoires réelles.


Xn

L−→
n→+∞

X

Yn
L−→

n→+∞
λ

=⇒


Xn + Yn

L−→
n→+∞

X + λ

XnYn
L−→

n→+∞
λX

Convergence en loi et fonction de répartition

Xn
L−→

n→+∞
X =⇒

Pour tout x telle que FX(x) = FX(x−),

lim
n→+∞

P(FXn
(x) = FX(x))

Convergence en loi et fonction caractéristique

Remarque : Valable avec des vecteurs aléatoires de Rd

Premier théorème de Levy

Xn
L−→

n→+∞
X ⇐⇒ ∀t ∈ R, φXn

(t) −→
n→+∞

φX(t)

ThéorèmeφXn
(t) −→

n→+∞
φ(t)

φ est continue en 0
=⇒

∃X tq φX = φ

et alors Xn
L−→

n→+∞
X
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Relations entre les différents types de convergence

Xn
p.s.−→

n→+∞
X Xn

Lp−→
n→+∞

X

Xn
P−→

n→+∞
X

Xn
L−→

n→+∞
X
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